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ホーキング放射



目的

ホーキング放射

ブラックホールは量子論的には熱を放出している

T =
ℏc3

8πkBGM

このことをなるべく簡単に解説する

Hawking 1974

古典的的には 
なんでも吸い込むはずなのに



流れ

1. 純粋状態と混合状態 
2. 統計力学と熱力学 
3. 調和振動子と真空 
4. ボゴリューボフ変換 
5. ブラックホール 
6. 無質量スカラー場と境界条件 
7. ホーキング放射 
8. まとめ



純粋状態と混合状態
量子状態 = 純粋状態 混合状態or

ベクトル |ψ⟩

|ψ⟩ = ∑
i

| i⟩⟨i |Ψ⟩

|⟨i |Ψ⟩ |2 確率

̂ρΨ = |Ψ⟩⟨Ψ |密度行列
̂ρ2
Ψ = ̂ρΨ



純粋状態と混合状態
量子状態 = 純粋状態 混合状態or

̂ρ = ∑
a

P(a) |Ψ⟩⟨Ψ |密度行列

̂ρ2 ≠ ̂ρ

期待値 ⟨Ô⟩ = Tr ̂ρÔ = ∑
i

⟨i | ̂ρÔ | i⟩



注意点

• 純粋状態は通常の時間発展(ユニタリ時間変換)では純粋状態のまま



統計力学と熱力学
温度Tの熱浴と接している系

カノニカル分布 ̂ρ =
1
Z

e−βĤ

β =
1

kBT

ハミルトニアン(エネルギー)

逆温度

分配関数



統計力学と熱力学
温度Tの熱浴と接している系

カノニカル分布 ̂ρ =
1
Z

e−βĤ

β =
1

kBT

ハミルトニアン(エネルギー)

逆温度

分配関数
自己情報量

̂S = − log ̂ρ

S = ⟨ ̂S⟩ = βE + log Z 熱力学のエントロピーに対応



調和振動子と真空

Ĥ = ℏωN̂ = ℏω ̂a† ̂a
角振動数 個数演算子

[ ̂a, ̂a†] = ̂a ̂a† − ̂a† ̂a = 1

̂a |0⟩ = 0

消滅演算子 真空状態

|n⟩ =
1

n!
̂a†n |0⟩

生成演算子
個数nの状態



ボゴリューボフ変換

[ ̂a, ̂a†] = 1 [b̂, b̂†] = 1

２種類の生成消滅演算子を混じり合わせる
̂a(θ) = ̂a cosh θ + b̂† sinh θ = Ûθ ̂aÛ†

θ

b̂(θ)† = ̂a sinh θ + b̂† cosh θ = Ûθb̂†Û†
θ

|θ⟩ = Ûθ |0⟩ =
1

cosh θ
e−tanh θ ̂a†b̂† |0⟩ ⊗ |0⟩

ボゴリューボフ真空



ボゴリューボフ変換

|θ⟩ = Ûθ |0⟩ =
1

cosh θ
e−tanh θ ̂a†b̂† |0⟩ ⊗ |0⟩

̂ρθ = |θ⟩⟨θ |

bの方を見ないことにする 周辺確率をとる

̂ρa = Trb ̂ρθ =
1

cosh2 θ
eβĤa

β = −
log tanh2 θ

ℏω

カノニカル分布が得られる



ブラックホール

ds2 = − f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

f(r) = (1 −
2M
r ) Mはrより内側の質量

r=2Mは事象の地平線

事象の地平線より内側から情報を外部に伝達することができない。

f(2M) = 0

星の半径が事象の地平線より小さくなったものがブラックホール

ピタゴラスの定理の時空への拡張



Tortoise座標
(t,r)に関して平坦な座標を取りたい

r* = r + 2M log |
r − 2M

2M
| dr* =

dr
f(r)

ds2 = − f(r)(dt2 − dr2
*) + r2dΩ
平坦な(t,r)

光錐座標

u = t − r*, v = t + r*

ds2 = − f(r)dudv + r2dΩ



球殻
球殻の外側はシュワルツシルド解

球殻の内側はミンコフスキー時空

球殻は原点に 
向かって落ちていくとする

ds2 = dUdV U = τ − r
V = τ + r

r = R(v)
球殻の位置(半径）



ペンローズ図の見方

ミンコフスキー時空

t

x

vu

ミンコフスキー時空 
のペンローズ図

あるxで静止している軌跡 あるxで静止している軌跡

i0

i-

i+



ペンローズ図の見方

シュバルツシルト解のペンローズ図

i+

i-

i0

事象の地平線

特異点

IIII

IV

II
未来の光的無限大

過去の光的無限大

我々の宇宙

ブラックホール

ホワイトホール

もうひとつの宇宙



球殻の落ち込みのペンローズ図

事象の地平線
ｖu

i-

i+

i0

r=0

過去の時間的無限大

未来の時間的無限大

空間的無限大

未来の光的無限大

過去の光的無限大球殻の半径

r=0
特異点



無質量スカラー場の境界条件

□ ϕ(t, r) = 0 以下の議論はs波に限定する

ϕ = F(u) + G(v)

原点における境界条件

ϕ |r=0 = 0
原点においてディリクレ境界条件



２つの解の接続

球殻の内側：ミンコフスキー時空

球殻の外側：シュバルツシルト時空

ds2 = − f(r)dudv + r2dΩ2

ds2 = dUdV

r = R(v)
球殻

でつながるように 
座乗変換



座標間の変換

U(u) = p(u) = − 4Me−u/4M

v = q(V) = − V + v0 + 4M ≡ − V + vH

R(v0) = 2M



球殻の原点で反射されるもしくは透過される図

球殻星の原点(r=0)

過去の光的無限遠 J−

未来の光的無限遠 JR
+

未来の光的無限遠 JL
+

v

u

vHで原点で反射する。v < vH

平面波 J− → JR
+ ⊕ JL

+



各領域での波動関数

ϕω =
e−iwv

4πω
−

e−iwq(p(u))

4πω

ϕR
k = −

1

4πk
(e−iku − θ(vH − v)e−iks(t(v)))

ϕL
k = θ(v − vH)

k(v − vH)e−ik/κ

4πk

J−

JR
+

JL
+ KG内積より

u = s(U) = − 4M log(U/4M)

V = t(v) = vH − v

κ =
1

4M



各領域での場の演算子
JL
− 上で

φ̂ =

∫ ∞

0
dw

(
âwφw + â†wφ

∗
w

)
(2.62)

JR
+ 上で

φ̂R =

∫ ∞

0
dk

(
b̂Rk φ

R
k + b̂†kφ

R∗
k

)
(2.63)

JL
+ 上で

φ̂L =

∫ ∞

0
dk

(
b̂Lkφ

L
k + b̂L†

k φL∗
k

)
(2.64)

と構成される。
それぞれの真空が

âw|in− vac〉 = 0 (2.65)

b̂Rk |0R〉 = 0 (2.66)

b̂Lk |0L〉 = 0 (2.67)

で定義される。
ここで φw と φR

k の JR
+ 上での関係を線形

φw =

∫ ∞

0
dk

(
αR
k,wφ

R
k + βR

k,wφ
R∗
k

)
(2.68)

と置き、クライン-ゴルドン内積より
αR
k,w = (φR

k ,φω)IR
+
=

1

2πκ

√
k

w

( κ

w

)−i k
κ
eπk/2κΓ

(
−i

k

κ

)
(2.69)

βR
k,ω = −(φR∗

k ,φw) =
1

2πκ

√
k

w

( κ

w

)ik/κ
e−πk/2κΓ

(
i
k

κ

)
(2.70)

と求まる。
この入射と反射の関係はウンルー効果におけるミンコフスキ時空と右リンドラー領域での関係と一致する。
これより JR

+ 上で
φ̂R =

∫ ∞

0
dk

∫ ∞

0
dw

(
âw

(
αR
k,wφ

R
k + βR

k,wφ
R
k

)
+ â†w

(
αR∗
k,wφ

R∗
k + βR∗

k,wφ
R∗
k

))
(2.71)

=

∫ ∞

0
dk

∫ ∞

0
dw

(
αR
k,wâw + βR∗

k,wâ
†
w

)
φR
k +

(
βR
k,wâw + αR∗

k,wâ
†
w

)
φR∗
k (2.72)

となるので
b̂Rk =

∫ ∞

0
dw

(
αR
k,wâw + βR∗

k,wâ
†
w

)
(2.73)

という関係が求まる。
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入力波と出力波の関係
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âw|in− vac〉 = 0 (2.65)

b̂Rk |0R〉 = 0 (2.66)

b̂Lk |0L〉 = 0 (2.67)

で定義される。
ここで φw と φR

k の JR
+ 上での関係を線形

φw =

∫ ∞

0
dk

(
αR
k,wφ

R
k + βR

k,wφ
R∗
k

)
(2.68)

と置き、クライン-ゴルドン内積より
αR
k,w = (φR

k ,φω)IR
+
=

1

2πκ

√
k

w

( κ

w

)−i k
κ
eπk/2κΓ

(
−i

k

κ

)
(2.69)

βR
k,ω = −(φR∗

k ,φw) =
1

2πκ

√
k

w

( κ

w

)ik/κ
e−πk/2κΓ

(
i
k

κ

)
(2.70)

と求まる。
この入射と反射の関係はウンルー効果におけるミンコフスキ時空と右リンドラー領域での関係と一致する。
これより JR

+ 上で
φ̂R =

∫ ∞

0
dk

∫ ∞

0
dw

(
âw
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∗
w

)
(2.62)

JR
+ 上で

φ̂R =

∫ ∞

0
dk

(
b̂Rk φ

R
k + b̂†kφ

R∗
k

)
(2.63)

JL
+ 上で

φ̂L =

∫ ∞

0
dk

(
b̂Lkφ

L
k + b̂L†

k φL∗
k

)
(2.64)

と構成される。
それぞれの真空が
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ボゴリューボフ変換

ϕw ϕR
k

ボゴリューボフ変換の係数が得られ、 
ホーキング放射のエネルギーが計算できる。

次に JL
+ 上で同様の計算をすると

φw =

∫ ∞

0

(
αL
k,wφ

L
k + βL

k,wφ
L∗
k

)
(2.74)

αL
k,w = αR∗

k,w, βL
k,w = βR∗

k,w (2.75)

b̂Lk =

∫ ∞

0
dw

(
αR∗
k,wâw + βR

k,wâw
)

(2.76)

であることがわかる。
以上から、

âw =

∫ ∞

0
dk

(
αR∗
k,w b̂

R
k + αR

k,w b̂
L
k − βR∗

k,w b̂
R†
k − βR

k,w b̂
L†
k

)

となるので
âw|in− vac〉 = 0 (2.77)

を満たすものとして
(
αR∗
k,w b̂

R
k − βR

k,w b̂
L†
k

)
|in− vac〉 =

(
αR
k,w b̂

L
k − βR∗

k,w b̂
R†
k

)
|in− vac〉 = 0 (2.78)

を取ると、
βR
k,w

αR∗
k,w

=

1
2πκ

√
k
w

(
κ
w

)ik/κ
e−πk/2κΓ

(
i kκ

)

1
2πκ

√
k
w

(
κ
w

)i k
κ eπk/2κΓ

(
i kκ

) = e−πk/κ (2.79)

より、ボゴリューボフ真空として

|in− vac〉 ∝ exp

[
−
∏

k

e−πk/κb̂L†
k b̂R†

k

]
|0L〉 ⊗ |0R〉 (2.80)

が得られる。よって事象の地平線に落ちてしまう L側をみないとするとボゴリューボフ真空の議論より、こ
の密度行列をトレースアウトすると

β =
1

k

πk

κ
=

π

κ
= 4πM (2.81)

T =
1

4πM
(2.82)

の熱分布が得られる。

3 結論
ブラックホールへ崩壊する系において入射する無質量スカラー場が原点で反射され右向き光的無限遠に飛
んでいくものと、透過して左向き光的無限遠に飛んでいき事象の地平面の内側にはいってしまう状態を計算
した。
入射する領域での真空状態は、光的無限遠でみるとボゴリューボフ真空として見えるが、事象の地平線には
いってしまう JL

+ の状態をトレースアウトすることによって、密度行列はホーキング放射の温度 T = 1
4πM を持つカノニカル分布になることをみた。
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φw =

∫ ∞

0

(
αL
k,wφ

L
k + βL

k,wφ
L∗
k

)
(2.74)

αL
k,w = αR∗

k,w, βL
k,w = βR∗

k,w (2.75)

b̂Lk =

∫ ∞

0
dw

(
αR∗
k,wâw + βR

k,wâw
)

(2.76)
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âw =

∫ ∞

0
dk

(
αR∗
k,w b̂

R
k + αR

k,w b̂
L
k − βR∗

k,w b̂
R†
k − βR

k,w b̂
L†
k

)

となるので
âw|in− vac〉 = 0 (2.77)

を満たすものとして
(
αR∗
k,w b̂

R
k − βR

k,w b̂
L†
k

)
|in− vac〉 =

(
αR
k,w b̂

L
k − βR∗

k,w b̂
R†
k

)
|in− vac〉 = 0 (2.78)

を取ると、
βR
k,w

αR∗
k,w

=

1
2πκ

√
k
w

(
κ
w

)ik/κ
e−πk/2κΓ

(
i kκ

)

1
2πκ

√
k
w

(
κ
w

)i k
κ eπk/2κΓ

(
i kκ

) = e−πk/κ (2.79)
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|in− vac〉 ∝ exp

[
−
∏

k

e−πk/κb̂L†
k b̂R†

k

]
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=
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3 結論
ブラックホールへ崩壊する系において入射する無質量スカラー場が原点で反射され右向き光的無限遠に飛
んでいくものと、透過して左向き光的無限遠に飛んでいき事象の地平面の内側にはいってしまう状態を計算
した。
入射する領域での真空状態は、光的無限遠でみるとボゴリューボフ真空として見えるが、事象の地平線には
いってしまう JL

+ の状態をトレースアウトすることによって、密度行列はホーキング放射の温度 T = 1
4πM を持つカノニカル分布になることをみた。
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ホーキング放射

| in − vac⟩ = ∏
k

1
cosh θk

exp tkb̂†R
k b̂†L

k |0L⟩ ⊗ |0R⟩ tanh θk = e−4Mπk

ブラックホールに落ち込むモードを見ないことに(trace out)すれば 
温度T=κ/2π=1/8πMの熱分布になっている。

T =
ℏc3

8πkBGM



まとめ

• ホーキング放射をボゴリューボフ真空にもとづいて簡単に説明した。 

• 原点に落ちていく球殻で記述したとき、原点におけるディリクレ境界条件が
加速する鏡と同等な粒子発生の起源となる。 

• ブラックホールの蒸発による情報喪失問題とは、ブラックホールが完全に蒸
発した場合、混合状態のみが残されるとすれば、純粋状態が最終的に混合状
態に至ることになり、これはユニタリ発展による通常の時間発展ではありえ
ないことが問題となる。


